Drzewa rozpinajace

Wyobrazmy sobie problem projektowania uktadu elektronicznego. Na pewnym etapie
trzeba potaczy¢ elektrycznie szereg koncéwek (pinéw) réznych podzespotéw. To
pofaczenie moze rozprowadzi¢ mase, zasilanie, albo jakis sygnat. Chcemy je
zrealizowacC za pomoca potaczen lub Sciezek na ptytce unikajac petli. Zatézmy
dodatkowo, ze chcemy zminimalizowa¢ sumaryczng dtugosc tych potaczen.

Mozemy ten problem zamodelowac¢ za pomoca grafow. Zatézmy ze utworzymy graf
nieskierowany G' = (V, F), gdzie V' bedzie zbiorem wszystkich koncéwek, a E bedzie
zbiorem wszystkich mozliwych potaczen miedzy nimi (zatem bedzie to graf pefny).
Acykliczny podzbior tego grafu jest drzewem, a drzewo zawarte w danym grafie

| obejmujace jego wszystkie wierzchotki nazywa sie drzewem rozpinajgcym
(spanning tree). Mozna udowodnié, ze kazde drzewo rozpinajace grafu ma |V| — 1
tukow.

Uwaga: oczywiscie nie kazdy graf ma drzewo rozpinajace. Gdyby graf miat izolowane
wezty, lub kilka spojnych skfadowych, to nie datoby sie wybraé¢ podzbioru weztow
stanowigcego drzewo rozpinajace. Jednak w rozwazanym przypadku wyjsciowy graf jest
petny, a wiec na pewno ma takie drzewo, i co wiecej, w zbiorze fukéw grafu zawarte sa
wszystkie mozliwe drzewa rozpinajace.
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Aby uwzgledni¢ dtugosci potaczen elektrycznych wprowadzamy je jako wagi
wszystkich tukéw grafu w(u, v). Celem jest znalezienie acyklicznego podgrafu T' C F,
ktory taczy wszystkie wierzchotki, i ktéry minimalizuje sumaryczng wage:

Problem znalezienia drzewa minimalizujacego to kryterium nazywa sie problemem
minimalnego drzewa rozpinajacego.

Na przykfad, dla ponizszego grafu minimalne drzewo rozpinajace jest zaznaczone
kolorem niebieskim. Jego catkowita waga wynosi 37. Jednak to minimalne drzewo
rozpinajace nie jest jedynym takim. Gdyby usuna¢ z niego tuk (b, c) i w jego miejsce
dodac tuk (a, h) to otrzymalibySmy inne drzewo rozpinajace réwniez o wadze 37.
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Algorytm Kruskala

|dea algorytmu Kruskala jest prosta: poczynajac od pustego zbioru tukéw A, rozpatruj
wszystkie tuki grafu w kolejnosci rosnacych wag, i dodawaj do zbioru A tylko te tuki,
ktére tacza (niepotaczone) sktadowe.

MST-KRUSKAL(G, w)
A=10
for each vertex v € G,V
MAKE-SET(v)
create a single list of the edges in G.E
sort the list of edges into monotonically increasing order by weight w
for each edge (u, v) taken from the sorted list in order
if FIND-SET(u) # FIND-SET(v)
A=AU{(u,v)}
UNION(u, v)
return A
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MAKE-SET — tworzy zbiér zawierajacy wytacznie dany wierzchotek
FIND-SET — znajduje zbidr zawierajacy dany wierzchotek
UNION — faczy dwa zbiory w jeden
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Pseudokod algorytmu MST-KRUSKAL nie ujawnia catego mechanizmu jego
dziatania, poniewaz algorytm wykorzystuje operacje na zbiorach, ktoérych
implementacja jest ukryta, i niekoniecznie jest trywialna. W szczegolnosci procedury
FIND-SET i UNION nie s3 jednokrokowe, i czas dziatania cafego algorytmu zalezy od
wykonywania tych procedur. Nie wdajac sie w szczegdty mozna udowodnic, ze ten czas

jest O(Elog V).

Podobnie sprawa sie ma z poprawnoscia algorytmu. Oczywiste jest, ze algorytm
zbuduje drzewo, poniewaz nigdy nie doda do budowanego grafu fuku, ktory taczy
sktadowe juz potaczone. Jednak, ze jest to drzewo rozpinajace, i w szczegdlnosci
minimalne drzewo rozpinajace, juz takie oczywiste nie jest. Dowdd poprawnosci
dziatania tego algorytmu tu pomijamy.

Algorytm Kruskala nalezy do klasy algorytméw zachtannych, czyli takich, ktére
powtarzalnie wykonuja krok w danym momencie optymalny, i otrzymuja w tym
procesie rozwigzanie globalnie optymalne.

Jednak, jak jeszcze nie raz przekonamy sie, nie wszystkie problemy mozna rozwigzac za
pomocy algorytmow zachtannych, i ogolnie nie ma gwarancji, ze algorytm zachtanny
wybierajacy kroki lokalnie optymalne zawsze wygeneruje globalnie optymalne
rozwigzanie.
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Algorytm Kruskala — przyktad dziatania

Czerwona strzatka wskazuje kolejno analizowane fuki. Te dodane do tworzonego lasu
A staja sie niebieskie. Nowo dodawany tuk zawsze taczy istniejace dwa drzewa.
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Algorytm Prima

Algorytm Prima tworzy MST poczynajac od dowolnego wezta r dodajac do niego ten
wezet spoza drzewa, ktory taczy z drzewem tuk o najmniejszej wadze. Drzewo jest
pamietane niejawnie, w postaci atrybutéw 7w wskazujacych poprzednik wezta w drzewie.
Atrybut key zawiera wagi tukéw dla wszystkich weztéw sasiednich z drzewem.

MST-PrRIM(G, w, T)
1 for each vertex u € G.V
2 u.key = oo

3 u.m = NIL

4 r.key =0

5 Q=10

6 for each vertex u € G.V
7 INSERT(Q, u)

8

9

while @ # ()
u = EXTRACT-MIN(Q) / add u to the tree
10 for each vertex v in G.Adj|u| / update keys of u's non-tree neighbors
11 if ve @ and wu,v) <v.key
12 VT = U
13 v.key = w(u,v)
14 DECREASE-KEY(Q, v, w(u, v))

Grafy: minimalne drzewa rozpinajace



Kolejka priorytetowa () zawiera wszystkie wezty jeszcze niedodane do drzewa.
Kluczowa dla pracy algorytmu jest aktualizacja kluczy weztéw w Q (spoza drzewa),
zawierajacych wage ,,najlzejszego” tuku taczacego dany wezet z drzewem.

W kazdym przebiegu petli while wybierany jest wezet u potgczony z dotychczas
zbudowanga czescig drzewa tukiem o minimalnej wadze. Kolejka priorytetowa pozwala
na efektywne wykonanie takiej operacji. Nastepnie analizowani s3 wszyscy sasiedzi
dodawanego wezta u aby zaktualizowaé informacje o najblizszych sasiadach drzewa.
Jest mozliwe, ze dany sasiad wezta u o nazwie v jest nowo odkrytym sgsiadem drzewa,
i w takim przypadku jego klucz ustawiany jest na wage tuku (u,v) z pierwotne;
wartosci 0o. Ale jest tez mozliwe, ze v byt juz znany jako sasiad drzewa przez jakis
inny tuk, i w takim przypadku w kroku 11 wybierana jest waga lzejszego tuku
taczacego v z drzewem.

Jak wida¢ algorytm Prima jest réwniez zachtanny, poniewaz w kazdym kroku wybiera
wezet o minimalnej wadze fuku. Kluczowa dla poprawnej pracy tych zachtannych
strategii w algorytmach Kruskala i Prima jest wtasnos$¢ jakg musza spetniac te
minimalne wybierane elementy. W algorytmie Kruskala jest to wybor tuku o minimalnej
wadze, t3czacego niepotaczone jeszcze drzewa lasu. W algorytmie Prima jest to wybér
wezfa nienalezacego do drzewa, o minimalnej wadze tuku faczacego go z drzewem.

Czas dziatania algorytmu Prima jest O(FE'log V'), podobnie jak algorytmu Kruskala.
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